WYKLAD 2 2014/15

RZAD MACIERZY

POSTAC BAZOWA MACIERZY

Dowolng niezerowa macierz A 0 wymiarach m na n za pomoca ciagu przeksztatcen elementarnych
mozna sprowadzi¢ do postaci
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W szczegblnosci macierz bazowa moze mie¢ postac:
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Uwaga

Macierz mozna sprowadzi¢ do postaci bazowej na wiele sposobow. Postacie bazowe dla zadane;j
macierzy mogg rozni¢ si¢ miedzy sobg tylko wyrazami macierzy resztowej C. Wymiary macierzy
jednostkowej, zerowej i resztowej wystepujacych w postaci bazowej nie zaleza od wybranego ciggu
przeksztatcen elementarnych.

DEF:

Rzedem niezerowej macierzy Anyn nazywamy liczbe rowng stopniowi macierzy jednostkowej
wystepujacej w jej postaci bazowej.

oznaczenie: rzA.

Dodatkowo przyjmujemy, ze rzad macierzy zerowej jest rowny zeru.
Rzad macierzy jest rowny maksymalnej liczbie r6znych kolumn jednostkowych wystepujacych w

postaci bazowej macierzy.

WLASNOSC

Rzad macierzy A 0 wymiarach m na n jest nie wigkszy od mniejszej z liczb mi n.
0<rzA<min(m,n).

Tw: Macierze rownowazne maja rowne rzedy.

Jezeli A~B, to rzA=rzB.



UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

TWIERDZENIE KRONECKERA- CAPELLEGO
Uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy wspotczynnikow jest rowny rzedowi macierzy rozszerzonej

rzA=rz[Ab]
przy czym
1. jezelirzA= I’Z[Alb] =N, to uktad jest oznaczony;
2. jezeli rzA= rZ[AIb] =TI <N, to uklad jest nieoznaczony, posiada nieskonczenie wiele

rozwigzan zaleznych od n—r parametrow.

WNIOSEK
Jezeli rzZA# rZ[AIb], to uktad jest sprzeczny.

Zauwazmy, ze gdy rzad macierzy wspotczynnikdéw jest rozny od rzedu macierzy rozszerzonej, to
rZAb]=1+rzA.

Dla uktadu sprzecznego rzad macierzy wspotczynnikow jest o jeden mniejszy od rzedu macierzy
rozszerzonej.

WYZNACZNIK MACIERZY KWADRATOWEJ

Wyznacznik macierzy kwadratowej A jest liczba, ktora oznaczamy symbolem detA lub |A| .

DEF: (indukcja ze wzglgdu na stopien macierzy tzn. obliczenie wyznacznika macierzy stopnia n
wymaga obliczenia wyznacznika macierzy stopnia n—1.

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A stopnia n nazywamy liczbe zdefiniowang ponize;j:
1.Jezeli n=1 to detA=det[a,]|=a;.
2. Jezeli n>2,to

n
det A=ay Ajg+a5p Ao+ +ag Ay = D ag Ay
k=1

gdzie A; jest liczba rowna iloczynowi (— 1)i+j przez wyznacznik macierzy stopnia n —1 powstatej z
macierzy A przez wykreslenie i-tgo wiersza i j - tej kolumny.
Liczbg A; nazywamy dopetnieniem algebraicznym elementu a; .

Zatem

1. W przypadku gdy n=1, tzn. gdy macierz zawiera tylko jeden wyraz przyjmujemy, ze wyznacznik
jest warto$cig tego wyrazu.

2. W przypadku gdy n>2 wyznacznik jest rtowny sumie wyrazow pierwszego wiersza pomnozonych

przez dopelnienia algebraiczne tych wyrazow.

Tw: LAPLACE’A (rozwini¢cie wyznacznika wzgledem dowolnego wiersza lub dowolnej kolumny)

Dla kazdego i, 1<i<n zachodzi réwnos¢



n
det A=ay Ay + i Ajp+eoe+ 8jnAjp = 2 aj A -
k=1
Dla kazdego j, 1< j<n zachodzi rownos¢
n
detA:alelj +a2jA2j+"'+anjAnj :Zaijkj .
k=1

Wyznacznik macierzy kwadratowej jest rowny sumie wyrazow dowolnego wiersza lub dowolnej
kolumny pomnozonych przez dopetienia algebraiczne tych wyrazow.

WLASNOSCI WYZNACZNIKOW
1. det A=det A"

2. Jezeli kazdy element pewnego wiersza lub kolumny macierzy jest rowny zero, to
wyznacznik tej macierzy jest rowny zero.

3. Jezeli macierz B powstaje z macierzy A przez zamiang miejscami dwoch wierszy lub
dwoch kolumn, to

det A=—detB.
4. Jezeli dwa wiersze macierzy lub dwie kolumny sg proporcjonalne (w szczegdlnosci
identyczne), to wyznacznik tej macierzy jest rowny zero.

5. Jezeli elementy pewnego wiersza lub pewnej kolumny majg wspdlny czynnik, to mozna
go wyciagnac przed wyznacznik.

Np. 1eR
Aa,, Aa, ... Aa,, a, a, ... ay,
ay 8 .. s 8 8y - &5
=Al..
anl anZ e ann anl an2 b ann

6’. Jezeli do elementow wiersza macierzy dodamy odpowiednie elementy innego wiersza
pomnozone przez dowolna liczbe, to wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie.

6”. Jezeli do elementow kolumny macierzy dodamy odpowiednie elementy innej kolumny
pomnozone przez dowolna liczbe, to wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie.

7. Jezeli w macierzy wszystkie elementy znajdujace si¢ pod przekatng glowng sg rowne zeru,
to wyznacznik tej macierzy jest rowny iloczynowi elementéw gldwnej przekatne;j.

DEF:

Macierz kwadratowa A nazywamy:

osobliwg, gdy detA=0

nieosobliwg, gdy detA+0.

UKLAD CRAMERA

Uktad rownan liniowych nazywamy ukladem Cramera jezeli liczba réwnan uktadu jest rowna liczbie
niewiadomych (m=n) i macierz wspotczynnikow uktadu A jest nieosobliwa (detA=0).

TWIERDZENIE CRAMERA
Uktad Cramera (m=n, detA=0) ma doktadnie jedno rozwiazanie dane wzorami




gdzie W =det A, W, i=1,2,...,n jest wyznacznikiem macierzy powstatej z A przez zastapienie i-tej kolumny
kolumng wyrazéw wolnych.



Zadanie 1 Metodg eliminacji Gaussa rozwigza¢ uktady roéwnan .Wyznaczy¢ rzedy macierzy

wspolczynnikéw i1 macierzy rozszerzone;.

Xy + X, —3X3 —3X, —2Xg; =2
—2X; + X, —4X5+5X, =5
— X+ X, +Xg— X, +4X%X; =4
a) b) {X, —X, +3x;—2x, =3
X, — 2X, +3X, —5X5 =—7
—X; +2X, =5Xg + X, =4
—2X; — X, +5X5 +4X, +5X; =-1
Xy + Xy —Xg —2X, =2
tonzns o X, — 2X, +x,=5 3%, —2X, + X; =0
2X; + X, —=3X5 =X, =-1
C) d) 42X, +4X, = X3+ X, =2 8)12X, + X, —4%; =0
3X; + X, —5X; =0
X, + X, — Xg =2 X, + X, —3X3 =0
—4x, —3X, +5%X3 +5x, =5
Zadanie 2
1 0 -21
. . . -1 0 0 3 ) .
Oblicz wyznacznik macierzy . 43 rozwijajac go a) wzgledem 2-go wiersza, b) 2-ej kolumny.
2 -3 1 1
Zadanie 3 Obliczy¢ wyznaczniki korzystajac z wlasnoSci
2 -4 0 -3 -1 2 -4 6 -7 -1
4 2 1 0
4 0 3 -1 0 2 1 0o O 1 2 1 O
-5 -1 2 3
-2 1 -6, , 10 2 -3 0 4,0 0 -3 0 1.
0 0 3 4
1 -5 2 o 3 2 -3 2210 0 0 -4 2
1 -4 -11
-6 1 0 O 5 [ 0 0 0 5
Zadanie 4 Obliczy¢ wyznaczniki podanych macierzy, korzysta¢ z whasnosci wyznacznikow
-1 -3 0 4
"o 3 0 1 -3 2 1 =2 3 1 2 5
a) A= , byB={2 1 -2|,c)A=2 1 4|,d)A=
-2 -5 o 2 1 -2
- 5 -1 1 -3 -4 6
2 0 -1 1
(3 2 -6 -1 -3 2 1
2 1 -5 2 2 1 2
e) A= ) A=
-11 3 1 1 1 -3 1
11 4 0 2 1 -2 1 -3
odp:
X, =22+3t+s-1
X, =2-1+3s
X, =2—-t+25+3 =14 2tts
zad.1a) {X; =1 rrA=rz[Ab]=2, b) {1 % rzA=rz[Ab]=2.
X, =S S
X, =t
Xs =t

Sprawdz samodzielnie poprawnos¢ odpowiedzi uzyskanych w przyktadach c), d) ,e).
zad.2 det A=54. zad.3 -85, -24, 30, 2-1-(-3)-(-4)-5=120.
zad.4 b) 9, c) 30; d) 10; e) 4; f) 12.



